TEMA 6

ARITMETICA BINARIA Y CIRCUITOS
ARITMETICOS




1. ARITMETICA BINARIA

1.1 Aritmética binaria basica

a) Sumabinaria

1.Sea C; € acarreo (carry) generado a sumar los bits AiB; (Ai+B;)
2. Seai=0y C; =0

3. S= LSB(A, + B + Ci),

4., G = MSB(A, + B + C,)ys =5-2

5. Incrementai

6. Repite desde 3 mientrasquei <n.

Ejemplos:
1 1 0 0 < Acar 1 1 1 1 < Acarreos
v e e A A
1=Cout 1 1 0 1< A 1=Cout 1 1 1 1< A
*'1 1 0 0B
0 0 0 1< B
11 0 0 1<sS
1 0 0 0 0« s

b) Restabinaria

NP

ok

Sea C; € acarreo (borrow) generado al restar los bits A; B;
Seai=0y C; =0

S A >=(Bi+C)entoncesR = A - (Bi + C) y Ci.1=0en caso
contrario R = LSB[ (Bi + C) - A] y Ci+1=1. Lafuncién LSBJ]
devuelve @ bit menos significativo del argumento

Incrementai

Repite desde 3 mientrasquei <n




Ejemplos:

O 1 1 0O <« Acarreos 1 1 1 0 < Acarrec
v IV Ty Ty FI
0=Cout <« A 1=G
1 0 0 1 uq1 0 0 1< A
-0 0 1 1< 8B "1 1 1 0B
0 1t 10°F 1 0 1 1R

c) Multiplicacion binaria

La multiplicacion binaria sigue las mismas reglas que la correspondiente ala
base diez, salvo que lasumafinal serealiza en binario.

Ejemplos:
1 0 1< B x 1 0 1 1< 8B
1 1 01
0 01 1 1 0 1
1 0 0 1 11 0 1
1 01 1 0 1<P ! 6 1 1 11<%°
d) Division binaria
Ejemplos:
/7 N\ RN
101111|100 100101|110
-1 00 1011 - 110 110
1 \ [ 0110 \Cocient(
) 00 Cocien 110
111 0 1——Resto
-1 00
1 1 «—Resto




1.2 Aritmética en notacion signo-magnitud

a) S losdos nimeros son del mismo signo, la magnitud del resultado se
corresponde con la suma de las magnitudes de |os nimeros. Ademés, € bit
de signo del resultado es el mismo que el de cualquiera de los sumandos

b) Si los dos nimeros son de distinto signo, la magnitud del resultado se
determina calculando la diferencia entre la magnitud mayor y menor de los
dos nimeros. El bit de signo se corresponde con € del nimero que tenga
mayor magnitud.

Ejemplo:

Logica de
comparacion

+7 00111 > . > ,1000

8 1000 > _ 0111
N —— 0001

signo del

numero de
mayor

maghnitud

10001




1.3 Aritmética en Complemento a 2

- Larepresentacion de nimeros binarios con signo en notacién complemento a
2(o complemento a 1) eliminan la necesidad de utilizar circuitos restadores para
larealizacién de las operaciones aritméticas bésicas.

- En complemento a 2, un nimero negativo se obtiene aplicando € operador
Ca2 a mabdulo de dicho nimero (més un cero en la posicion mas significativa).

Ca2(M) = 2"— M

- Laexpresion de un nimero negativo en Ca2, llevaimplicito la operacion de
resta.

En la aritmética en Ca2 deben considerarse algunas situaciones:
)] Se disponen de dos nimeros binarios A y B positivos

La suma binaria de dos nimeros A y B positivos expresados en Ca2 genera el
resultado correcto también expresado en Ca2.

Ejemplo:
+5 00101
+6 00110
01011 =+11

Puede darse la situaciéon paraddgjica en que a sumar dos nimeros positivos, €
resultado sea un nimero negativo (bit més significativo a 1). En este caso se dice
gue se ha generado un overflow (desbordamiento). El desbordamiento se
produce cuando la magnitud del resultado no puede ser expresada con € ndmero
de bits de los operandos.

Ejemplo:

+12 01100
+13 01101

11001 =j-7/! 5




Se soluciona de forma sencilla sin mas que afiadir mas bits a la representacion de
los nUmeros.

+12 001100
+13 001101

011001 = +25

[1)  Sedisponen de dos nimeros binarios A y B negativos

Ejemplo:
-5 11011
-6 11010
~110101
Cout
= -11 jOK!
Ejemplo:
-12 10100

-13 10011

= +7 iERROR!

La solucidn esidéntica, se afladen mas hits.

-12 110100
-13 110011

1100111




Si Ay B son nimeros negativos, entonces en Ca2 expresan la cantidad

2" |A|
2"- B

donde n es el numero de bitsde A y B y |A|, |B| son las magnitudes de ambos
numeros. La suma de estas cantidades debe generar un resultado en Ca2 igual a

2" — (A+B)
pero el resultado real delasumaes
2"-A+2" B =2"— (A+B) +2"
Nos sobra, delasumareal, el término 2" para obtener €l resultado correcto.
Obsérvese que si € nlimero A y B tiene n hits, € término 2" tiene n+1 hits,

siendo €l bit mas significativo un 1, y los restantes n bits 0. La suma de este
término, al resultado esperado, 2" — (A+B), generad acarreo de salida.

[11)  Sedisponen de dos nimeros binarios A y B de distinto signo.

a) magnitud(A) < = magnitud(B) (JA|<=|B|)
Ejemplo:

-12 10100
13 01101




b) magnitud(A) > magnitud(B) (|A[>|B])
Ejemplo:

+12 01100
-13 10011

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Si A es un nimero negativo, entonces en Ca2 expresa la cantidad
2"—|A|

Si |Al<=|B|, entonces € resultado debe ser un nimero positivo que en Ca2 se
expresaria como:

B-A
Pero la suma de las cantidades 2" — A con B genera e resultado
2" +(B-A)

por tanto s B>=A, al resultado correcto sele sumael término 2", o sea, €l
acarreo de salida, que debe despreciarse.

En cambio s |A[>|B| € resultado es un nimero negativo que debe expresarse
Como:

2"—(A-B)
De hecho, esta es la cantidad que se obtiene por 1a suma de ambos nimeraos, pero
ahora no se genera acarreo puesto que A-B es una cantidad positiva que se resta

a?2".

CONCLUSIONES:

Laaritmética en Ca2 permite larealizacion de sumasy restas utilizando,
exclusivamente, un sumador binario.

El resultado correcto de la operacion aritmética se obtiene despreciando el
acarreo de salida s este se genera.




Muchos fabricantes de microprocesadores que usan la notacién Ca2 para la
representacion de ndmeros con Signo en sus maquinas incluyen circuitos
sumadores y restadores en las unidades de calculo de los mismos, para la
realizacion de las operaciones aritméticas. Se pueden distinguir los siguientes

Casos.

a) signo (A)=signo(B)

al) S A > B, entonces R=A-B es positivo y no se genera acarreo de salida

Cou=0

Ejemplos:

O O O 0 <« Acarrec
vy iy [
0=Gut; 1 0 1c4A=-3
"1 1 0 0¢B=-4
0 0 0 1¢R=1

O O 1 1< Acarrec
v v Iy T
O:G)uto 1 0 0« A=4
"0 0 1 1¢8B=3

0 0 0 1¢R=1

a2) S A <B, entonces €l resultado de la resta es e complemento a 2 de la
diferenciaB-A y se genera acarreo de salida, Co=1.

Ejemplos:

l:Gutl 1 0 0« A=-4
-1 1 0 1¢8B=-3

1 1 1 1¢R=-1

1 1 0 0 < Acareos
v Iy Ty v
]FCOUIO 0O 1 1¢ A=4

~ 0 1 0 0¢B=s

1 1 1 1< R=1

Notese que a restar dos nimeros con € mismo signo, esimposible que se genere

desbordamiento (overflow).




b) A esun nimero positivoy B es negativo (A>0y B<0)

El resultado obtenido debe ser positivo y se genera acarreo (borrow) de salida
Cou=1.

Ejemplo:

Ejemplos:
1 0 0 O < Acarreos 1 1 0 0 0 < Acareos
v v v v ] Vv v T e
1=Cout 0 1 0 1< A=5 1=Cout 0 0 1 0 1 A=5
-1 1 0 0¢“ B=+4 -1 1 1 0 0“B=-4
- po. < R=+9
1 0 0 1< R=i7 01 0 0177

C) A esun numero negativoy B es positivo (A<Oy B>0)

El resultado obtenido debe ser negativo y no se genera acarreo (borrow) final
Cout =0.

Ejemplo:
0 O 1 1 < Acarreos
v Iy v v
0=Cout 1 1 0 O0< A=-4
- 0 0 1 1% B=3
1 0 0 1< R=7

10




También es posible en este caso |a aparicién de desbordamientos.

Ejemplos:
1 0 0 O < Acarreo
v iy v v
l:GZ)U'[O 1 0 1« A=5
-1 1 0 0<B=-4
1 0 0 1¢R=j7!

0 0111
viv v e IV

0=Cut 1 1 1 0 0“A=-+4
- B=

-0 01 0 1°

1 0 1 1 1¢

< Acarrec

5

R=-9
OK

11




1.4 Aritméticaen Complemento a1

Al igua que sucedio con laaritméticaen Ca2, en Cal deben considerarse
algunas situaciones especiales:

] Se disponen de dos nimeros A y B positivos

Este caso esidéntico a del Ca2 puesto que |os nimeros positivos se expersan
igua

[1)  Sedisponen de dos niUmeros A y B negativos

Ejemplo:

-5 11010
-6 11001

———————————————————————————————————————

~110011

Cout ﬁ

En Cal, el acarreo generado se despreciay ademas se debe afiadir una unidad a
resultado obtenido por el sumador para conseguir el valor correcto.

-5 11010
-6 11001

.110011
Cout u’ +1

110100 = -11 {OK!

También se puede dar situacion de overflow

12




Si Ay B son nimeros negativos sin parte fraccionaria, entonces en Cal expresan
la cantidad

2" _|A|- 1
2" |B|- 1

donde n es el nimero de bitsde A y B y |A|, |B| son las magnitudes de ambos
nUmeros.

El resultado correcto, expresado en Cal, delasumade A y B debe ser
2"—(A+B) -1
Pero la suma de estas cantidades genera el siguiente resultado
2"-A-1+2"-B-1=2"—(A+B) -1+2"-1

Nos sobra, de lasumareal, el término 2", y ademas € resultado correcto aparece
con una unidad menos.

2. Sedisponen de dos nimeros binarios A y B de distinto signo.
a) magnitud(A) <= magnitud(B) (JA|<=|B|)

Ejemplo:

-12 10011
+13 01101

100001
Cout 1—) +1

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

13




b) magnitud(A) > magnitud(B) (|A[>|B])

Ejemplo:

+12 01100
-13 10010

11110=-1

Si A esun nimero negativo, entonces en Cal expresa la cantidad

2" _|A|- 1

Si |Al<=|B|, entonces € resultado debe ser un nimero positivo que en Cal se
expresaria como:

(B-A)
Pero lasuma de las cantidades 2" — A -1 con B genera el resultado
2" +(B-A) -1

por tanto s B>=A, al resultado correcto sele sumael término 2", o sea, €l
acarreo de salida, que debe despreciarse y se le resta una unidad.

En cambio s |A[>|B| € resultado es un nimero negativo que debe expresarse
Como:

2"-(A-B)-1
De hecho, esta es la cantidad que se obtiene por la suma de ambos nimeros, pero
ahora no se genera acarreo puesto que A-B es una cantidad positiva que se resta

a2"-1.

CONCLUSIONES:

Laaritméticaen Cal permite larealizacion de sumasy restas utilizando,
exclusivamente, un sumador binario.

El resultado correcto de la operacion aritmética se obtiene despreciando el
acarreo de salida que se utiliza para sumar una unidad al resultado.

14




2.CIRCUITOSARITMETICOSBASICOS

2.1 Circuitos semisumador y sumador completo

Un semisumador o sumador medio (HA), es un circuito combinacional con dos
entradas A; y B; y dossalidas § y Ci;;. Lasadlida S representa el resultado de la
suma aritmética de las entradas A; y B; y lasalida Ci.4, €l acarreo.

A 7

HA

Bl —

> Si

>Cit+l

S=AAB,
Ci.1= A B;

Entradas| Salidas
AB 1GCauS
00 00
01 01
10 01
11 10

9y

> CGi+1

El sumador completo o sumador total es un circuito combinaciona con tres
entradas, A; Bi Cj y dossdlidas § y Ci+1. Lasdlida S representa la suma binaria
delastresentradasy Ci., € accarreo.

B —— FA

(O —

>Ci+l

S:AiA BiACi

Entradas| Salidas
AiBi G | GuS
O0OO0O| OO
001 01
010 01
011 10
100 01
101 10
110 10
111 11

15




Ci+=AiBi+A C+B G
2.2 Circuitos semirestador y restador completo

Un semirestador (HS) o restador medio es un circuito combinacional con dos
entradas, A; y B; y dos salidas R; y Ci;;. Lasdlida R; representa el resultado de
laresta aritmética de las entradas A; y B; (Ai — By lasdida Ci.4, € arrastre dela
resta (“me llevo uno”).

Entradas | Salidas
Al R AB [ CuR
HS 00 00
01 11
Bi — — Cix1 10 01
11 00
Ri = Ai A Bi
Ci+i= A" B;

Un restador completo (FS) es un circuito combinacional con tres entradas A;, B;
y Ciy dos sdlidas Ry y Ciy;. La salida R; representa € resultado de la resta
aritmética de las entradas A, B y Ci (Ai —Bi—C)) y lasalida Ci.4, € arrastre.

Entradas | Salidas

AiBi G | GuR

000)| 0O

N IR 001 11
A Ri 010 | 11
B FS 011 10
1001 01

Ci — Ci+1 101 00
110| 0O

111 11

Ri:AiA BiACi

Ci=A'G+A'B+C B

16




2.3 Sumadoresy restadoresde n bits

Los sumadores y restadores anteriores pueden combinarse para formar circuitos
sumadores y restadores de nimeros de n bits.

La suma de dos nimeros binarios de n bits A (An1.Ao) Y B (Bn1..Bo) genera un
resultado, también de n bits, S (S,.1..So) y un acarreo C,.

Cn Cn-1 C2 Cza

v Iv | v v ]
An-1 A2 A1 AC
Bn-1 B2 Bi1i BO
Cn Sn-1 S2 S1 So

Parala etapai, se suman los bits A; B; C; para dar el resultado Sy se genera el
acarreo para la siguiente etapa (C+1).

An-1 Bn-1 A2 B2 Al B1 A0 Bo
Cn-1 C2 C1
T T T I
> > > >
Tn J( Cs J( C2 l C1 l
Sn-1 S2 S1 So

Los sumadores de n bits pueden representarse como bloques funcionales que

disponen de 2*n entradas (nUmeros A y B), generan n salidas (resultado S) y un
acarreo, C,.

A:FLO Bn-1,..0

Sumador de n bits

% Sn-1,..0

[ Cn+1

17




En la siguiente figura se representa un circuito aritmético de 4 bits y su blogue
funcional. Se aprecia que ademas del acarreo de salida CO(C4) existe un acarreo
de entrada CI(CO0).

e e &4 (5] 0 E I
2 [ Tisvee (3) (4)
g2 ]2 15[ ] B3 A2 : 0 n =1
Az [z 1a[]A3 #B_EJEL- . M
= i
A R [
5 .
B1[Js 11[]B4 B1 - 0 3 ——2=a
co[]r o[]z4 B b2
1 (9)
B4—%}-J—3 co ca
co G
—

En la siguiente figura se representa una asociacion de sumadores de cuatro bits
para sumar dos nimeros de 12 bits.
A11-8 B11-8 A7.4 B7.4 A3.0 B3..0

S SRS U SRR S

Cin Cin Cin <
Sumador de 4 hits L Sumador de 4 hits L Sumador de 4 bits

( Cout Cout Cout
0 % S11-8 % S7.4 % S3..0

Un restador de dos nimeros de n bits, puede construirse como muestra la
siguiente figura.

L] Moy iy L
Tn l Cs l C2 J( C1 l




2.4 Circuito sumador -r estador

La operacion aritmética de la resta puede implementarse con una suma s los
nUmeros se introducen en complemento a 1 o en complemento a 2.

En este apartado, se disefiara un circuito sumador/restador, utilizando las

propiedades de las notaciones Cal y Ca2. Este circuito debe disponer de una
sefia de control RESTAR/#SUMAR.

An-1,..0 B oCal(B) { Ca2(B)'}

%

Sumador de n bits
Cout

Cn ‘1’ Sn-1,..0

En la siguiente figura se ha representado una puerta exor de dos entradas
denominadas, “a’ y “control”; y unasalida S.

Cin <

control — S

El circuito complementador

Bn-1 B1i Bo

i I \ I control

Sn-1 S1 So 19




La aritmética en Cal exige que a resultado de la suma o resta, se debe afadir
una unidad, en caso de generarse acarreo, para obtener el resultado correcto. El

circuito sumador/restador en complemento a 1 se muestra en la siguiente figura.

Bn-1,..0
Circuito
An-1,.0 | complementador RESTAR/4SUMAR
Jv( ’V’ B oCal(B)
Cin
Sumador de n bits & J
Cout
Cn ¥ Sn-1,.0
Circuito sumador/restador en Ca2
Bn-1,..0
Circuito
An-1,.0 |complementador RESTAR/#SUMAR
‘i' ’i’ B oCal(B)
Cin

Sumador de n bits

T Cout

»i' Sn-1,..0

20




2.5 Sumador BCD: aritmética decimal

Algunos aspectos deben ser considerados en la aritmética BCD. En la suma de
dos digitos BCD con sumadores bianrios de 4 bits, pueden darse los siguientes
Casos:

a) El resultado es un nimero BCD y no existe arrastre:

0101 =5
+0100 =4
1001 =9

b)EIl resultado no es un nimero BCD

1001 =9
+0110 =6
1111 =no BCD

C)El resultado es un nimero BCD y se genera arrastre

1001 =9
+1000 =38
1 0001 =11enBCD

Los casos b) y c) pueden resolverse s se le suma la maginitud 0110 (6) a
resultado obtenido por € sumador binario.

21




En lasiguiente figura se representa el sumador BCD

ASI..O

B3..0

T

//

Y

Cout

Sumador de n bits

Cin

l”

S3..0

Y

Detector BCD

Cout

o, T]ye |

<

Cout

Sumador de n bits

Cin

'I’S3..o
\

Cin

22




3.- UNIDAD ARITMETICO LOGICA (ALU)

Una ALU de n bits es un dispositivo combinaciona que acepta dos palabras de
entrada A y B, de n bits cada una y genera un resultado de n bits (ademés de
ciertainformacion como acarreo, overflow, etc.) procedente de larealizacion de
alguna operacion aritmética o |6gica identificada por unas sefiales se seleccion.

A3-0 B3-0
%4 %4
Cin (—S
i « D2
ALU de 4 bits 37
Cout «—S0

%4
F3-0

El disefio de una ALU seredliza en tres etapas. disefio del circuito aritmético,
disefio del circuito [6gico y unidn de las partes anteriores.

3.1 Disefio dd circuito aritmético

El componente bésico del circuito aritmético de una ALU de n bitses un
sumador paralelo de n bits. Si se controlan las entradas de dicho sumador, su
salida puede generar distintas funciones aritméticas:

a) Si las entradas del sumador son A 'y (Todo O0's) ( En este caso, tampoco se
utiliza el nimero B de entrada de la ALU), se pueden obtener funciones de
transferencia (F=A s Cj, =0) o de incremento (F=A+1 s Cj, =1).

A 0 A 0
Fook t +
Cn< O Cin< 1
Sumador 4 bits Sumador 4 bits
‘ Cout < Cout

+* +*

Faritm.= A Faritm.= A+1 23




b) Si las entradas del sumador son A y B (los nimeros de entrada de la ALU),
se pueden obtener funciones de suma F= A+B (s Ci,, =0) o F=A+B+1 (s Cj,

=1).
A B A B
bk bob
Cn< 0 Cin® 1
Sumador 4 bits Sumador 4 bits
“ Cout 1 Cout
+ +
Faritm.= A+B Faritm.= A+B+1

c) Si las entradas del sumador son A 'y B’ (se complementan los bits del nimero
B de entrada de la ALU), se pueden obtener operaciones de restaen Cal —
F=A+B’ s Cj, =0- oderestaen Ca2 — F= A+b’'+1 s Cj, =1.

A

B

+

< Cout

Sumador 4 bits

Cin<— O

1=

Faritm.= A+B'

A B

+

Cin~ 1

Sumador 4 bits
Cout

1=

Faritm.= A+B'+1

d) S las entradas del sumador son A 'y (Todo 1's) ( En este caso no se utiliza €l
nimero B de entrada de la ALU), se pueden obtener funciones de
transferencia (F=A s Cj, =1) o de decremento (F=A-1 s G, =0).

A 1

b

Cin
Sumador 4 bits

‘ Cout

1+

Faritm.= A-1

A 1

Y

Cin
Sumador 4 bits

‘ Cout

1

Faritm.= A

24




Se debe disefiar un circuito combinaciona que, en funcionde S,y &, permita
seleccionar laentrada B del sumador completo y, por tanto, la operacion
aritmética.

Se considera que € sumador completo dispone de dos entradas (X e Y). La
entrada X se conectaal nimero A, o lo que eslo mismo, X; = A; , mientras que
laentrada Y se conectaal circuito cuyas salidas, para cada bit, se representa en
la siguiente tabla de verdad

I—\I—\OOM
I—\OI—‘Og)

Por tanto, la salida sera

Yi=BiS +B' S S5+5S5=BS+Bi'S;

Bi
T, & -

S1

25




El circuito aritmético es, por tanto, e siguiente:

Cin | Sumador
Ao X0
Bo T e 1 FA >
[ & f
Al X1
B1 1 o FA >
o =
g >1 Y1
ik
[
A2 X2
B2 1 - A R
g il v2
>1
[} & f
A3 X3
B3 T | N 1 FA > /
%?_ & f > COU'[

Faritm.

26




El acarreo de salida nos puede dar una informacion muy importante:

S S G Operacion Cot=1d Comentario

00 0 |F= Transferir A~ | --—-—-- Cou =0 siempre

00 1 |FA+1 Incrementar A A=2"-1 S Cu=1,F=0

010 F=A+B Sumar A+B A+B3 2" Overflow s Cy =1

01 1 |F=A+B+1 |Incrementar A+B |A+B32"-1 |Overflow s Cy, =1

100 F=A+B’ Restar A-B en Cal |A>B S Cwi=0-> A£BY
F=Cal(B-A)

1 0 1 |F=A+B'+l |Restar A-BenCa2 |A3B S Cot=0> A<By
F=Cal(B-A)

11 0 |F=A-1 Decrementar A ALQ S Cou =0 > A=0

11 1 |F= Transferir A~ | ---—--- Cout =1 sSiempre

3.2 Disefio del circuito [6gico

Supongamos que las operaciones légicas a redlizar son: A AND B, A OR B,A
EXOR B y NOT A, donde A y B son las palabras de entrada en la ALU. (Se
entiende que A AND B — o cualquier otra operacion légica- genera un resultado
F, donde cada bit, F; =A; AND Bi )

El circuito que permite calcular la operacion |6gica aparece en la siguiente figura.

R0

S1 So

Fi(logico)

27




3.3 Unidn de la secciona aritméticay |ogica

Paraformar la ALU se han de unir |as dos secciones que laforman. Las variables
S1 S serdn comunes para las dos secciones siempre que S, distinga entre una
etapa y otra. La siguiente figura representa una posible solucion para la etapa i

deuna ALU.

Cin

Bi

Ai—l—t

— 5 Cout

S1 —*

So J

Circuito aritmetico Fi(artim.)

Circuito logico

Fi(logico)

S2

L as siguientes figuras muestran una ALU comercial
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